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Prefacio

A Algebra Linear a cada dia se mostra mais Utidi@scias e as engenharias e ha muito se
tornou parte essencial do conhecimento béasico sléseas.

Este texto foi desenvolvido a fim de auxiliar arad do curso de Bacharelado em Ciéncias
e Tecnologia, da Universidade Federal do Rio Gratwblorte, na disciplina de Algebra Linear,
sendo um material norteador, pois consiste de resunde o objetivo principal € servir de guia
para o estudo em livros da area.

O material ainda engloba a indicacdo de exercioesessarios ao entendimento da
disciplina, sendo estimulada a resolu¢cdo comparatiizando o computador.
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Capitulo 1

Matrizes

1.1 Introducao

Definimos uma matriz m x n como um reticulado retangular de m linhas e n colu-
nas, preenchida pelos elementos a;;, que podem ser ntimeros, reais ou complexos,
funcoes, outras matrizes, etc. Denotamos uma matriz A,,, como

@11 Ay - Q1 ottt Alp
Qo1 A2z -+ Qg5 -+ dop
(1 1) A = : : . : . :
* )
Qi1 Qg s Qg ot Qi
| Qm1 Qm2 " Ay 0 Qmp

onde a ordem da matriz ¢ determinada pelo nimero de linhas e colunas, ou seja,
ordem m X n.

Chamamos a matriz de ordem m x 1 de matriz coluna, enquanto que a de ordem
1 x n chamamos de matriz linha, como as respectivas matrizes,

3
(1.2) Byxi=|4|,Cixs=[-13 0 4 —-2].
0

Quando uma matriz tem todos os seus elementos iguais a zero, isto ¢, a;; = 0 para
todo i e 7, a chamamos de matriz nula; por exemplo,

(1.3) A3><2 -

oo o
oo o
Il
o
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Aqui, 0 é a matriz nula 3 x 2. Uma matriz quadrada ¢é aquela de ordem m x m,
ou seja, que o numero de linhas é igual ao nimero de colunas. Quando uma matriz
quadrada ¢ tal que a;; = 0 para todo i # j, isto é, os elementos que nao estao na
diagonal principal (constituida por todos os elementos em que i = j) sdo nulos,
dizemos que esta é uma matriz diagonal. Um exemplo ¢ a matriz

a 0 0
(14) A3><3 = O b 0
0 0 ¢
Se a matriz ¢ quadrada e a;; = aj; temos a matriz simétrica, como por exemplo,
a p q k
lp b uw
(1.5) Agsg = ¢ u ot
kv t d

Chamamos de matriz triangular superior a matriz quadrada onde a;; = 0 para
todo ¢ > j; nesta matriz, todos os elemento abaixo da diagonal principal sao nulos.
Analogamente, dizemos que a matriz triangular inferior é aquela onde a;; = 0
para todo ¢ < j; nesta matriz, todos os elemento acima da diagonal principal sao
nulos. Respectivamente, temos os exemplos,

2 —3 71 1 0 0 0
0 -2 0 1 0 2 0 0
(1.6) Maa = 0 0 1 2  Nasea = 7 1 4 0
0 0 00 3 -1 -2 -1

Por fim, chamamos de matriz identidade a matriz quadrada que possui todos os
elementos a;; = 1, com os elementos a;; = 0 para todo ¢ # j. A representamos por
I,,, onde n indica sua ordem. Como exemplos,

10 01 --- 0
(17) L=l n=])
00 - 1

1.2 Operacoes com Matrizes

1.2.1 Soma

Quando somamos duas matrizes de mesma ordem A,, ., € B,,x,, com 0S respec-

tivos elementos a;; e b;;, obtemos outra matriz de ordem C,;, «,,, cujos elementos sao
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¢ij = a;j + b;j. Como exemplo, consideramos as matrizes A e B,

123 001
(18) A:{302}’B:{112]’

tal que a soma entre elas é a matriz C|

1 2 4
(1.9) C—A+B—[4 1 4}.
Analagomente, se subtramos B de A, obtemos a matriz D,
1 2 2
(1.10) D:A—B:{2 1 O}’

Observamos que escrevemos as matrizes A, B, C' e D nas equagoes do exemplo acima
sem colocar a ordem 2 x 3 subescrita, pois a descricao das mesmas deixa clara esta
informacao.

Agora, tomamos as matrizes A, B, C' e 0 (matriz nula), de mesma ordem m X n, e
descrevemos as propriedades da soma de matrizes:

a) A+ B = B+ A (comutativa)

b) A+ (B+C) = (A+ B) + C (associativa)

c) A+0=A

1.2.2 Multiplicacao por um Escalar

Seja a matriz A,,x, dada na (1.1) e um escalar k. Dai, definimos produto deste
escalar por aquela matriz como

[ kan kalz s kalj s kaln T

k?agl k:a22 tee k?agj e k’a,gn

(111) k-A= k‘aﬂ k?al‘g s k:al-j s k:am
| ka1 kG o kamy o kapn

Como exemplo, podemos multiplicar o escalar 2 pela matriz A dada na expressao
(1.8), ou seja,

12 3 2 4 6
(1.12) 2-A:2-{302}:{604}.

Se tomamos as matrizes A e B, de ordem m X n, e os escalares ki e ko, encontramos
as seguintes propriedades:



6 CAPITULO 1. MATRIZES

- A =0 (0 ¢ escalar nulo e 0 ¢ a matriz nula)

1.2.3 Multiplicacao de Matrizes

Consideramos agora duas matrizes A e B, com a ordem de A sendo m X p e ade B
sendo p x n, onde seus respectivos termos gerais sao a;i, € by;. Se fazemos o produto
A - B, obtemos uma terceira matriz C' de ordem m x n, com termo geral ¢;;, tal que

(113) Cij = Z(azk . bk])
k=1
Como exemplo, temos
-1 0 0 -1 1
(1.14) A-B=C=| -2 1 H ; :H: 1 0 1
-1 0 0 -1 1

Observamos que em geral este produto nao comuta, ou seja, usualmente A-B # B-A.
Se tomamos o exemplo anterior, temos

-1 0
01 -1 -1 1
(1.15) B-A_D_[l ) _1]- j (1) _l_4 1},

onde claramente C' ¢é diferente de D.

Covém-nos algumas vezes fazer a transposigao de uma dada matriz, considerando
as linhas desta como sendo as colunas de uma nova matriz. Dai, se temos a matriz
A, com termo geral a;; e de ordem m x n, definimos a matriz transposta de A,
denotando-a por AT, com termo geral a;‘fj e de ordem n x m, tal que aﬁj = aj;.
Tomamos a matriz A abaixo como exemplo e encontramos sua transposta A7, ou
seja,

12
(1.16) A=1|3 4 ],AT = 3o
. 2 4 6

Observamos que encontramos também na literatura a transposta de A escrita como
A
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Aqui, definimos a matriz simétrica A como uma matriz quadrada, tal que ela é
igual a sua transposta, ou seja, A = AT, Quando a matriz quadrada é o negativo
da sua transposta dizemos que esta matriz é antisimétrica, isto é, A = —AT.
Agora, listamos varias propriedades inerentes as operagoes com matrizes, desde que
estas operagoes sejam possiveis:
a) A-I=1-A=A
b) A(B+ C) = AB + AC (distributiva a esquerda)
c) (A+ B)C = AC + BC (distributiva a direita)
d) A(BC) = (AB)C (associativa)
e)A-0=0-A=0
f) Uma matriz é simétrica se, e somente se ela é igual a sua transposta, isto é,
Apxn/ai; = aj; & Anxn = Agm
g) (A+B)T = AT + BT
h) (AT)T = A
i) (kA)T = kAT
i) (AB)T = BT AT (ateng¢ao com a ordem do produto)

1.3 Equivaléncia entre Matrizes

Apresentamos a seguir as trés operagoes elementares que aplicamos as linhas (ou
as colunas) de uma matriz, tal que obtemos uma nova matriz equivalente a primeira:
(i) troca de duas linhas (duas colunas) entre si;

(i) multiplicacao de todos os elementos de uma linha (uma coluna) por um escalar
diferente de zero;

(iii) substitui¢gao de uma linha (uma coluna) pela soma dela prépria com um multiplo
de outra linha (outra coluna).

Observamos que estas operagoes bésicas sao reversiveis, ja que tratam de somas e
multiplicagoes entre ntimeros, bem como podem ser aplicadas a qualquer matriz.
Quando aplicamos uma ou mais dessas operacoes elementares numa matriz A qual-
quer e obtemos uma matriz B, dizemos que a matriz B é equivalente 4 matriz A,
ou simbolicamente, B ~ A. Como exemplo, tomamos a matriz A e fazemos algumas
operacoes elementares nas linhas, ist é,

(1.17) A:{:; g _12}

Se multiplicamos a primeira linha (L1) da matriz A por —2, encontramos a matriz
Ala

(1.18) A = { 2 -2 } :
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Quando somamos a primeira linha com a segunda linha (L1+L2) de A;, substituindo
esta ultima (L2), chegamos a As,

(1.19) Ay = [ g :i _02 } .

Também, se trocamos as duas linhas (L1 <» L2) de A, temos a matriz As,

(1.20) Az = [ :? (2) _12 } .

Assim, vemos acima que As ~ A, Ay ~ A, bem como Ay ~ Aj.



Capitulo 2

Determinantes

2.1 Introducao

Toda matriz quadrada A, cujo termo geral ¢ a;;, tem um nmero associado a ela, o
qual chamamos de determinante, que representamos por det(A). O encontramos
denotado também na literatura como |A| ou det(a;;). Ja sabemos que a solugao do
sistema linear de duas equagbes com duas incégnitas (z7 e xq),

(2.1) anzy + apTy = b
U171 + A22T2 = by,
¢é dada por
N biazs — baays B biagy — baaya . baayy — brag B baayy — brag
(22) l‘l — e ,1‘2 — — ,
a11Q929 — Q120921 det(A) 11092 — Q12091 det(A)

onde det(A) = ayase — ajas9; é o determinante da matriz A de ordem 2 x 2, formada
pelos coeficientes do sistema, ou seja,

(2.3) A= { i } .

ag1 A2

Este raciocicio se repete para qualquer sistema de n equacoes com n incégnitas,
quando todas as operagoes sao possiveis, onde det(A) é o determinante da matriz
quadrada A de ordem n xn, formada pelos coeficientes do sistema. No caso particular
em que n = 3, por exemplo, temos que

11 aiz2 A3
(2'4) A= | axn axn ax3 |,
a31 32 a33

9
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com

(2.5) det(A) = a11a22a33 — (11a23032 — 12021033 + 12023031 + A13021 A3z — (13022031 -

Observamos que a expressao acima (2.5) ainda pode ser escrita como

(2.6) det(A) = ayy - det [ (22 2 } — ay - det [ dar 2 } + a3 - det [ o1 A2 } :
g2 (33 as1 ass az1 a3z

como também

(27) d@t(A) = a1 - d@t(A)ll — a2 d@t(A)m + ais - det(A)13

Aqui, obtemos a submatriz A;; eliminando a primeira linha e a primeira coluna,
a submatriz A5 eliminando a primeira linha e a segunda coluna e a submatriz A3
eliminando a primeira linha e a terceira coluna. Dai, para qualquer matriz quadrada
A, obtemos a submatriz A;; eliminando a i-ésima linha e a j-ésima coluna.

2.2 Calculo do Determinante

Agora, estendemos o reciocinio expresso na secao anterior e definimos o determinante
de uma matriz quadrada A, de ordem n x n e termo geral a;j, como

n

(2.8) det(A) = (—1)"ay;det(A),;.

j=1

Como exemplo, determinamos o determinante da matriz A,

2 —1 0
(2.9) A=|1 -1 =3
0 -3 0
Dai,
(2.10) det(A) = (=1)'"(2 )det[ Zl)) _03}+

b ene | o 2]

b Oden | § Ty
= 2(0—9)+1(0—0)+0(—
= —18

3-0)
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Observamos que se trocamos a primeira com a terceira linha da matriz A acima
(2.9), obtemos uma matriz B equivalente a A, B ~ A, tal que ao calcularmos
o determinante de B encontramos o valor negativo do determinante de A, ou seja,
det(B) = —det(A). A vantagem nesta operagao esta no fato de que a matriz B possui
dois elementos nulos na primeira linha, fazendo com que o calcuo do determinante
seja mais simples,

(2.11)  det(B) = (—1)1“(0)d6t(3)n+(—1)1+2(—3)d6t{; _03]+
+ (=1)"%(0)det(B)s
— 3(0+6) =18

= —det(A)

Agora, apresentamos a definicao de determinante de uma outra forma, algumas
vezes mais conveniente. Para isso, chamamos de cofator (C;;) de uma matriz A a
expressao

_ i+j
onde eliminamos a i-ésima linha e a j-ésima coluna de A para obtermos a submatriz
A;j. Assim, calculamos o determinante de uma matriz quadrada A de ordem n x n

pela expansao do cofator com relagao a alguma linha (ou coluna). Para a i-ésima
linha de A, temos

(213) det(A) = aﬁC’ﬁ + OJZ'QCZ'Q + ..+ amCm

Finalizamos, por exemplo, achando o determinante da matriz A,

6 0 0 -3
1 3 2 =5
(2.14) A=1 5 0 0 o |-
2 -1 1 1
ou seja,
0 0 -3
(2.15) det(A) = (=2)(=1)*"'det | 3 2 =5
-1 1 1

= (~2)(=3)(~1)"det [ e ]

(2.16) = 6(3—(—2)) = 30.
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2.3 Propriedades do Determinante

De imediato, vemos que o determinante de uma matriz triangular superior ou inferior
¢ igual ao produto de todos os elementos da diagonal principal. Também, se obtemos
uma matriz equivalente através de operacoes elementares, podemos alterar ou nao
o determinante da nova matriz. Assim, para uma matriz quadrada A, temos que
(i) quando trocamos duas linhas quaisquer de A entre si, obtemos uma nova matriz
B, tal que det(B) = —det(A);

(i) quando multiplicamos por um escalar k£ uma das linhas de A, obtemos uma nova
matriz B, tal que det(B) = k - det(A);

(iii) quando substituimos uma linha de A pela soma desta linha com um multiplo
de outra linha de A, obtemos uma nova matriz B, tal que det(B) = det(A).

Como exemplo tomamos a matriz A,

10 0 10 0

(2.17) A= | 10 =5 20 | =5-| 2 —1 4 | =5-Ay,
-1 -1 1 -1 -1 1

tal que

(2.18) det(A) =5-det(A); = 5(3) = 15.

Da mesma forma que realizamos as operacoes elementares com as linhas de uma
matriz, podemos também realizar aquelas operacoes basicas com as colunas desta
matriz. Como resultado disto, se trabalhamos com uma matriz quadrada A de
ordem n x n, concluimos que o determinante de A é o mesmo que o determinante
da transposta de A, ou seja,

(2.19) det(A) = det(A)T.

Por fi, quando temos duas matrizes quadradas A e B de ordem n X n, chegamos a
relagao de igualdade

(2.20) det(A)B = det(A)det(B).



Capitulo 3

Inversao de Matrizes

3.1 Introducao

Até que se afirme o contrario, tratamos nessa secdo com matrizes quadradas de
ordem n X n, tal que, quando multiplicamos duas matrizes, otemos sempre uma
nova matriz de ordem n x n. Assim, se a matriz A de ordem n X n é inversivel,
existe entao uma tinica matriz inversa para ela, denotada por A~! e de ordem n x n
também, tal que o produto entre as duas resulta na matriz identidade de ordem n,

(3.1) AAT = ATTA =11,

Acrescentamos a esta definicao que a inversa da matriz inversa é a propria matriz,
(3:2) (A1 = 4,

como também que a inversa da matriz transposta é a transposta da matriz inversa,
(3.3) (A7) = (AN,

Quando temos duas matrizes inversiveis A e B, o produto entre elas é também
inversivel. Dai, encontramos a matriz inversa do produto AB multiplicando as
inversas daquelas matrizes em ordem inversa, isto é,

(3.4) (AB) '=B71tA"L

Se temos o produto de muitas matrizes de ordem n x n, por exemplo, ABC' D, temos
que
(3.5) (ABCD)™' = (BCD)'A™!

= (CD)'BtA!

= D'CcT'BtATL

13
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Uma matriz util para a obtencao da inversa de uma outra matriz é a matriz el-
ementar. Portanto, obtemos uma matriz elementar de ordem n, denotada por E,
quando realizamos uma e somente uma operacao elementar na matriz identidade I,,.
Vemos também que toda matriz elementar E é inversivel e a inversa dela, E~!, é
uma matriz elementar que transforma [E, retornando a matriz identidade original.
Como exemplo, a partir de I3, temos a matriz elementar E;,

1
(3.6) E, = |0
0

W = O

0
01,
1

onde multiplicamos a segunda linha de I3 por 3 e somamos o resultado a terceira

linha desta (3L2+ L3). Para obtermos I3 de volta, usamos a matriz elementar E; ',
1 0 0

(3.7) E'=]0 1 0],
0 -3 1

onde multiplicamos a segunda linha de I3 por —3 e somamos o resultado a terceira
linha desta (—3L2 + L3). Aqui, vemos claramente que

(38) ElEfl = EflEl - I[g.

3.2 Determinando a Inversa de uma Matriz

Seja uma matriz quadrada A de ordem n x n. Existe um teorema mostrando que
A é inversivel se e somente se A é equivalente a matriz identidade I,,, onde toda a
sequéncia das operacoes elementares que leva A em I, leva também II,, em A. Com
isto, escrevemos uma matriz com os elementos de A e I,,, nesta ordem ([A 1,]), e
verificamos se esta é equivalente & matriz com os elementos de I, e A~!, nesta or-
dem ([, A7), determinando A~!. Se nao existe esta equivaléncia, a matriz A nao
possui inversa. Isto é verdade porque, se uma matriz A pode ser reduzida a matriz
identidade I, por uma sequéncia finita de operacoes elementares, encontramos ma-
trizes elementares B, E, ... Ey, tais que By, .. . EoBA =1, e A=E'E;".. .E,;ll[n,
com A™!' = E;, ... EyE;. A seguir, clareamos este método quando encontramos a
inversa de

(3.9) A=

N O =
Ot W N
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Dali,
[0 12100
(3.10) (A I3) = 1 03010
| -1 25001
[0 1 210 0
~ |1 03010
028011
[0 1 2 1 00
~ 103 0 10
(004 -2 11
[0 1 2 1 0 0
~ 103 0 1 0
00 1 —1/2 1/4 1/4
[0 10 2 -1/2 —1/2]
~ 103 0 1 0
00 1 —1/2 1/4 1/4 |
010 2 —1/2 —1/2]
~ |100 3/2 1/4 -3/4
00 1 —1/2 1/4 1/4 |
10 0 3/2 1/4 -3/4]
~ 010 2 —1/2 —1/2
00 1 —1/2 1/4 1/4 |
~ (I3 A™.

Observamos que a sequéncia de operagoes basicas que utilizamos acima foram (L2 +
L3), (—2L1 + L3), (1/4L3), (—2L3 + L1), (—3L3 + L2) e (L1 < L2). Assim,
identificamos a inversa de A (3.9) no final da (3.10), ou seja,

3/2  1/4 -3/4
(3.11) Al = 2 —1/2 —1/2
—1/2 1/4 1/4
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3.3 Matriz Adjunta

Primeiro definimos a matriz dos cofatores (2.12) de uma dada matriz quadrada
A, denotada por A, ou seja,

_ 011 012 Olj Oln -
Cor Cp oo Oy oor Oy
(3.12) Apsn = Cq Cpn -+ Cy - Ch
| Cnl C’n2 - an - C’nn i

Dai, chamamos de matriz adjunta de A, escrita como adjA, a matriz transposta
da matriz dos cofatores de A, isto é,

(3.13) adjA = (A)T.
Seja o exemplo de uma matriz A de ordem 3 x 3,

-1 1
(3.14) A=

)

N

1
4 =2

tal que achamos a matriz dos cofatores de A,

I U
(3.15) A=| 2 -3 -5
4 -1 3

Vemos facilmente que a adjunta de A dada por

14 2 -4
(3.16) adjA=| 7 =3 —1
7 -5 3

No exemplo acima, quando fazemos o produto da matriz A pela sua adjunta, obtemos

1 -1 1 —14 2 —4
(3.17) A adjA = |2 1 3 7 -3 -1
1 4 -2 7 -5 3
[ —14 0 0
= 0 —-14 0 =—14-15.
|0 0 —14
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Mas, observamos aqui que o determinante daquela matriz A é —14, tal que
(3.18) A adjA=-14-1s.
Assim, temos a seguinte propriedade para todas as matrizes A de ordem n X n,

(3.19) A adjA = detA -1,
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Capitulo 4

Sistema de Equacoes Lineares

4.1 Introducao

Um sistema de equacoes lineares, ou um sistema linear, ¢ um conjunto de uma
ou mais equagoes lineares com n incognitas, ou variaveis, z;. Podemos representar
uma equacao linear na forma

(4.1) a1 + asxo + ... + apx, = b,

onde os coeficientes a;, com i = 1,2,...,n, e b pertencem aos reais . Para um
sistema linear geral de m equacoes e n incoégnitas, com nimeros b; e coeficientes a;;,
tal que i =1,2,....,me 7 =1,2,...,n, todos reais R, representamos

111 + a19T9 + ...+ Q155 + ... a1pT, = bl

(42) a1 1 + Aoxe9 + ...+ Q55 + . ATy = bz

( 1@ + Qa2 + .o QT+ QT = by

Existem trés possibilidades com relacao as solugoes de um sistema de equacoes
lineares; quando o sistema linear tem exatamente uma solucao, ou infinitas solugoes,
dizemos que o sistema é possivel e se o sistema linear nao possui solugao dizemos
que o sistema é impossivel. Chamamos de conjunto solugao do sistema linear o
conjunto de todas as solucoes possiveis; se dois sistemas lineares possuem o mesmo
conjunto solucao eles sao ditos equivalentes.

Aqui, chamamos de matriz completa a matriz formada por todos os a;; ¢ b;, ou

19
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seja,
[ an ap - Q15 - Qip by ]
(4'3) A1 Q2 - Qi Qi b; )
| Qm1 Gp2 - Qmy - Omp bm .

4.2 Regra de Cramer

Seja um sistema de n equagoes com n incgnitas,

1171 + a12%T2 + ...+ AT, = by
(4.4) . . . .

Ap1%1 + Apae + ... + AppTp = bn

Aqui, todos os coeficientes a;; formam a matriz dos coeficientes A de ordem n xn,

@11 Q2 - Ay o Aip
(4.5) A= an ap - aj - G |,
L Qn1 Ap2 -+ Apj - Qpp |

todas as incégnitas formam a matriz X e todos os termos independentes formam a
matriz B, ambas de ordem n X 1, respectivamente,

- 1 - - b1 -
L Tn . L bn .

A Regra de Cramer afirma que "se A é uma matriz de ordem n X n que possui
inversa, para todo os b; pertencentes ao conjunto dos ntimeros reais, a solugao do
sistema, ou seja, de AX = B, tem suas componentes z; dadas por

_ det(A);
~ det(A)’

i=1,2,...n,



4.3. RESOLVENDO UM SISTEMA LINEAR 21

onde a matriz A; é obtida quando substituimos os elementos da i-ésima coluna de
A pelos elementos dos termos independentes”.

A partir da Regra de Cramer chegamos a uma férmula geral para a inversa de uma
matriz quadrada. Assim, se A é uma matriz inversivel de ordem n x n, temos que

1
4.8 At = adjA
(48) det(A)"Y
Decorrente desta regra e da inversa de uma matriz, concluimos que uma matriz
quadrada A ¢ inversivel se e somente se det(A) # 0.

4.3 Resolvendo um Sistema Linear

Um outro caminho para encontrarmos o conjunto solu¢ao de um sistema linear é
encontrar um sistema equivalente, tal que este tltimo seja mais facil de se trabalhar.
Para isso, temos um método com consiste de trés passos:

(i) trocar duas equagdes entre si;

(il) multiplicar toda uma equagao do sistema por uma constante diferente de zero;
(iii) somar um multipo de uma equagao com outra equagao.

Mas, observamos que este procedimento é o mesmo das operacoes elementares apli-
cadas as linhas de uma matriz, que apresentamos na secao (1.3). Exemplificamos
este método resolvendo o sistema linear abaixo, onde fazemos paralelamente as mes-
mas operacgoes elementares nas linhas da matriz completa. Assim, seja o sistema de
equacoes lineares com a respectiva matriz completa, dado por

r+y+z=10 1 1 1 10
(4.9) 21 + y + 4z = 20 2 1 4 20
20 + 3y + 52 =25 2 3 5 25
Agora, realizamos as operagoes (—2L1 + L2) e (—=2L1 + L3),
r+y+z=10 1 1 1 10
(4.10) Oz —y+22=0 0 -1 2 0
Oz +1y+32=5 0 1 3 5
Aqui, fazemos as operagoes (L2 + L1) e (L2 + L3),
r+0y+32=1 1 0 3 10 ]
(4.11) Or —y+22=0 0 -1 2 0
Ox+0y+5z—5 00 5 5 |
Em seguida, tomamos ( e (1/5L3),
x+0y+32—10 1 0 3 10 ]
(4.12) Ox+y—22=0 01 =2
Oz +0y+z2z=1 00 1T 1 ]
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Por fim, realizamos as operagoes (—3L3 + L1) e (2L3 + L2),
r+0y+0z=7 100 7

(4.13) Ox +y+ 0z =2 010 2
Oz +0y+2=1 00 11

Assim, o sistema inicial é equivalente ao sistema acima (4.13), com a solu¢ao z = 7,
y=2ez=1.

4.4 Eliminacao Gaussiana

Iniciamos definindo o elemento lider de uma linha numa matriz, que é o primeiro
elemento de uma linha nao-nula, da esquerda para a direita desta linha, diferente
de zero. Com isto, temos uma forma escalonada de uma matriz quando:

(i) todas as linhas nao-nulas estao acima de qualquer linha nula;

(ii) o lider de cada linha estd numa coluna a direita do lider da linha acima;

(iii) todos os elementos abaixo de um lider numa coluna sao nulos.

Dai, quando cada linha nao-nula possui como lider o nimero 1 e se este lider é o tinico
elemento nao-nulo em sua coluna, dizemos que a matriz esta na forma escalonada
reduzida. Uma propriedade importante é que cada matriz é equivalente a uma e
somente uma matriz escalonada reduzida. No exemplo da secao anterior temos a
matriz (4.11) na forma escalonada e a matriz (4.13) na forma escalonada reduzida.
Aqui, apresentamos esquematicamente alguns exemplos de matrizes escalonas, onde
os simbolos * representam qualquer ntiimero real e os elementos lideres e sao os reais
diferente de zero,

® X X X 0 e % * *x % %
(4.14) 0 0 e x 0 0 0 e % % x
00 0O 000 00 e x

Analogamente, apresentamos esquematicamente alguns exemplos de matrizes es-
calanonadas reduzidas,

1 % *x x 0 1 * % % *x %
(4.15) 00 1 = 00 0 1 % * =
00 0O 00 0001 «

Encontramos uma posi¢ao de pivoé numa matriz A, num local correspondente a
existéncia de um elemento lider numa matriz escalonada de A. Entao, dizemos que
a coluna desta matriz A, que contém uma posicao de pivo é uma coluna pivo.

Por fim, chegamos a eliminagao gaussiana, que é o procedimento utilizado na ma-
triz completa (4.9) do exemplo da se¢ao anterior, onde reduzimos esta matriz a forma
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escalonada (4.12), suficientemente simples para nos ajudar a encontrar a solugao do
sistema linear correspondente. Ao procedimento total, até a forma escalonada re-
duzida (4.13), chamamos de eliminagao de Gaus-Jordan. Apresentamos a seguir
um novo exemplo, destacando em cada passo as operagoes elementares.

00 —2 0 7 12
(4.16) 2 4 —10 6 12 28
24 -5 6 —5 —1

Se fazemos (1/2L2) em seguida (L2 <> L1),

12 -53 6 14
(4.17) 00 -20 7 12
2 4 =5 6 —5 —1

Quando fazemos (—1/2L2) e (—2L1 + L3),
12 -5 3 6 14
(4.18) 00 1 0 —7/2 —6
00 5 0 —17 =29

Tomamos agora (—5L2 + L3),
1 2
(4.19) 0 0
0 0

Por fim, se fazemos (2L3), chegamos a forma escalonada da matriz inicial, isto ¢,

12 -5 3 6 14
(4.20) 00 1 0 =7/2 —6
00 0 0o 1 2
Deixamos como exercicio as operacoes para obtengao da forma escalonada reduzida,
120307
(4.21) 001001
000012
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