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Vetores no plano e no espaco
Nocao geral de vetor

Prof. Deilson Tavares
Escola de Ciéncias e Tecnologid
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1. Para que serve este curso?
2. Como sera este curso?

INTRODUCAO
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Para que serve?

O curso serve de base para o estudo de:
A Calculo (I, I, 1ll, aplicado).

A Algebralinear

A Fisicas

A Estatisticas

Serve também como uma revisao.

Serve também como preparacdo a modelagem.

Como sera?

A O curso sera muito pratico.

A Aulas expositivas (como a de hoje) alternadas
com aulas de exercicios.

A Eu resolvo varios exercicios, vocés prestam
atencao e resolvem exercicios semelhantes.

A Prestar aten(;éo Nno que acontece nas outras
turmas.

A Provas unificadas.
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Professor, socorro!!!

A Na sala de aula em qualquer momento.
A Através do emailmailto@deilsontavares.net

A Verificar horario dos monitores (procurarei dar
mais informacdes tao logo saiba mais).

Bibliografia

A Caélculo, Thomas, vol. 1 e cap. 12 vol. 2

A Geometria Analiticg Um Tratamento
Vetorial, Boulos.

A Précalculo, Demana.


mailto:mailto@deilsontavares.net
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Site

http://deilsontavares.net/

CURSOS$ Fundamentos de Matematica para C&13456T12 Turma 1

Referéncias
1. Secaal2.1doThomasvolume?2.
2. Secaddl2.2 do Thomasvolume?2.
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CONCEITO E EXEMPLOS DE VETOR

Por gue o estudante de
Ciéncias e Tecnologia quer saber
TUDGsobreVETORES

QUALIDADES : MOTIVOS ADICIONAIS:
1. E muito inteligente.[1. Vetores s&o interessantes.
2. E muito curioso. |2. Vetores sdo necessarios.
3. E disposto, ativo.

4. Gosta do que faz.
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Para aprendef UDOsobre vetores o
estudante de Ciéncias e Tecnolog
esta disposto &)UALQUER COIHA

POR EXEMPLO:

1.

Assistir aulas del\/l ate mamGealas
Fazer Iistasi ﬂte Fm | I’laé\!.@.l&

Andar por ai feliz e satisfeito com isto.

Jamais xingar os professores M ate m atl C

a

Vetores sao uma maravilha

A As principais leis da natureza podem ser

escritas como equa(;(”)es entre vetores.

A Vocé escreve um pouco e representa muito.
A Vetores sdo versateis.

A Vetores s&o simples.

A Vetores sdo uma beleza.
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Vetores sao brincadeira de criange
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DEFINICAO DE VETOR

Defini¢des Vetor, pontos inicial e final, comprimento

Um vetor no plano é um segmento de reta orientado. O segmento de reta

orientado AR tem ponto inicial, ou origem, A e ponto final, ou extremi-
25

dade, B; seu comprimento é denotado por|AB|. Dois vetores sdo iguais se

t&m o mesmo comprimento e a mesma direcio e sentido.

Poranalogig um vetor no espagoseradefinido da mesmaforma, substituindoa
nogaonao-definidad LIt Ipglehéciondo-definidad S & LI ce2 £

slide14
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Durantemaisde 2000anoso livro 60sElementog de Euclidesserviucomomodelo
de rigor em Matematica Destelivro os matematicosretiraram o método de exporsuas
teorias a partir de nocdes ndo-definidas e postulados Por este ideal, as teorias
deveriamser construidascom definicdesprecisase demonstra¢degigorosaspartindo
destasnogdese usandoos postulados No livro | dosa 9 S Y SE(di@esuson 23

nogdes nao-definidas (que ele chamoud RS F A y & gegstBladése X5 a y 2 cep ¢

0O 2 Y dpamdpresentara geometriaplanaconhecidapelosgregosantigos

A abordagemdos & 9 f S Y S\itaZvdodnatica e construtiva  Axiomaticaquer
dizer que parte de axiomas ou seja de primeiros principios assumidos sem
demonstragao Construtivasignificaque cadanovaproposi¢doé mostradaa partir dos
primeirosprincipiosou de outras proposi¢cdegmaissimplese ja demonstradasSevocé
der uma olhadanos & 9 f S 'Y Svéré gua & Boria comecacom afirmativas muito
G a A Y tifo:Sa ¢

Definicdo1: d t 2 ¥ i Aue ndo tem LI NJIiNA ¢erdaded LI2 yiérida

sendo uma nogao nao-definida pois o termo & LJ- Nela $efaciiod y AizS Nab sdo
definidos Onde isso vai parar? Hoje muitos matematicosadvogamque manipulam
apenassimbolossemsignificadousando regrasformais.)

Com base em tais nocgdes Euclidesvai & O2 y & (i Niiik tdRi@ éontendo
afirmativas(proposicde$ cadavez menosintuitivas. Valea penadar umaolhadaneste
4 Y2 R&&NR 3 2 //alephO.clarkuedu/~djoyce/java/elements/toditml

Ponto
final
L]

Ponto
inicial

FIGURA 12.7 O segmento
de reta orientado AB.

S
L2

(a) duas dimensées (b) trés dimensdes

FIGURA 12.8 O vetor velocidade de uma particula movendo-se
por um percurso (a) no plano e (b) no espago. A ponta da seta indica
a dire¢io do movimento da particula.
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FIGURA 12.9 Asquatro setas
(segmentos de reta orientados)
mostradas aqui tém o mesmo

comprimento e a mesma dire-

¢do. Portanto, elas representam
0 mesmo velor e escrevemos
e T,
AB=CD=0P=ELF.

SISTEMA DE COORDENADAS
TRIDIMENSIONAL
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FIGURA 12.10 Um vetor ITC\) em
posigdo-padrio tem seu ponto ini-

*<

cial na origem. Os segmentos de reta
orientados PQ e v sdo paralelos e tem o
mesmo comprimento.

Definigbes Representagio em componentes de um vetor
Se v é um vetor bidimensional no plano igual ao vetor com ponto inicial na
origem e ponto final (v, v,), entao a representacio em componentes de v é

v = (v, v2)

Se v é um vetor tridimensional no plano igual ao vetor com ponto inicial
na origem e ponto final (v, v, v,), entio a representagio em componentes
devé

v = (v, 12, v3)

Thomas 2, pag.170 slide19

P ——
A magnitude ou comprimento do vetor v= P() é o nlimero nio negativo

|V‘ = \/Vl_z ar sz ar V32 =

\/(xz x4 (- )+ (- a)

(Veja a Figura 12.10).

EXEMPLO 1

Encontrando as componentes e o comprimento de

um vetor

Encontre (a) as componentes e (b) o comprimento do vetor com pon-
to inicial P = (-3, 4, 1) e ponto final Q = (-5, 2, 2).

SOLUCAO
(a) O vetor posigao v que representa P() tem componentes

vi=x-x=(-5)-(3)=-2 e v=y-y=2-4=-2

v,=z,-z =2-1=1

A representagio em componentes de PQ é

v={-2,-2,1)

(b) O comprimento dev = jTéé

[v] = V(2P + (C2F # (1P = VO =3

slide20
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FIGURA 12.11 A for¢a que puxa o
carrinho para a frente é representada
pelo vetor F de magnitude 20 (libras)
formando um angulo de 45° com a
superficie horizontal (eixo x positivo)
(Exemplo 2).

EXEMPLO 2 Uma forga que move um carrinho
Um carrinho é puxado ao longo de uma superficie horizontal lisa

com uma for¢a F de 20 1b que forma um édngulo de 45° com a superficie
(Figura 12.11). Qual é a forca efetiva que move o carrinho para a frente?

SOLUCAO A forca efetiva é a componente horizontal de F = (a, b)
dada por

a = |F| cos45® = (20)(%) = 14,14 b

Observe que F é um vetor bidimensional.

Pilopyiz)  Pylepynz)

— N
N Bz

Ay ypzm) T,

FIGURA 12.5 Encontramos a dis-
tancia entre P, e P, por meio da aplicagio
do teorema de Pitigoras aos dngulos
retos P AB e P BP,.

A distincia entre Pl(xl, Y. zl) e Pz(xr Y» z:) é

|P1P2‘ = \/(xz - x1)2 + (}’2 - )ﬂ)z + (Zz - 21)2

CALCULO DE DISTANCIAS NO ESPAC(

Thomas 2, pagina 166 22
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N&o é coincidénciaque as formulas para magnitude de um vetor e para a distancia
entre dois pontos no espacosejamtio parecidas Na verdadea formula para vetores
em geralfoi inspiradano casoparticular da distanciaacimaespecificadaContudo,os
vetores costumamser estudadossem referénciaas distancias Tambémha formulas
paradistanciadiferentesdaapresentadaacima

A idéia é que vetores sdo elementos de um conjunto, uma estrutura matematica
chamada espaco vetorial. J4 uma distancia € uma operagao entre dois vetores
satisfazenda certaspropriedades Assim,um mesmoespagovetorial pode ser dotado
de distanciadiferentes

A distanciaacimaé chamadad R A & (SNigOd M Brh digyirhasaplicagGesa palavra
métrica tgmbéwm podg ser empregadacomo sindnimode & R A & (i Nsgi®,axistéa
G Y'S (i $de@f A &dribéfad Y S ( déMahhattan

Os espagos(vetoriais ou ndo) dotados com uma disténcia sdo chamadosespagos
métricos

http://en.wikipedia.org/wiki/Manhattan _metric
http://en.wikipedia.org/wiki/Metric_spaces

F http://en.wikipedia.org/wiki/Vector space

slide23
EXEMPLO 3 Encontrando a distancia entre dois pontos
A distancia entre P (2,1,5) e P,(-2,3,0) é
PPy = V(-2 -2 + (3 - 1) +
= V16 + 4+ 25
= V45 = 6,708
slide24
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a—b

OPERACOES COM VETORES

25
Defini¢des Adicio de vetores e multiplicagio de um vetor por um escalar
Sejam u = {u,, 1, ti,) € V= {v,, v, v, vetores e k um escalar (nimero real).
Adicio: u+v= {1+ v, 14, + vy, U+ V)
Multiplicagio por escalar: ku = {ku, kie,, ki)
slide26
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{uy + v uy + va)

u+v v,

(a) (b)

FIGURA 12.12 (a) Interpretagio geométrica do vetor soma. (b) A regra do

paralelogramo da adigio de vetores. '
slide27

Loading...
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L5u
/ //

FIGURA 12.13 Multiplos escalares
de u.

slide29
v
u
v
u -+ (-v)
(b)
FIGURA 12.14 (a) O vetor u - v,
quando somado av,dduw. (b)u-v=
u+ (=v).
slide30
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EXEMPLO 3 Executando operagdes com vetores
Sejamu = (-1, 3, 1) ev = (4, 7,0). Encontre

(a) 2u + 3v (b) u-w (c) ‘%u

SOLUCAO

(a) 2u +3v=2(-1,3,1) +3{4,7,0) = (-2,6,2) + {12,21,0) = (10,27,2)
by u-v=(131 - (470 ={(-1-43-7,1-0)= (-5 -4,1)

et O

(c)

N | —

Lu
2

slide31
Propriedades de operacdes com vetores
Sejam u, v, w vetores e a e b escalares.
l.u+v=v+u 2. (u+v)+w=u+(v+w)
3. u+0=u 4. u+(-u)=0
5. 0u=0 6. lu=u
7. a(bu) = (ab)u 8. alu+v)=aqu+av
9. (a+bu=au+ bu
slide32
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EXEMPLO 4 Encontrando a velocidade em rela¢do ao solo

Um Boeing® 727, voando para leste a 500 mi/h sem vento, encontra
um vento de popa de 70 mi/h atuando no sentido 60° nordeste. O avido
mantém-se seguindo rumo ao leste, mas, devido ao vento, adquire uma
velocidade em relagao ao solo e uma diregio e um sentido novos. Quais
sdo eles?

SOLUCAO  Se u = a velocidade do avido sozinho e v = velocidade do
vento de popa, entio |u| = 500 e |v| = 70 (Figura 12.15). A velocidade
do avido em relagio ao solo ¢ dada pela magnitude e pela direcio do vefor
resultante u + v. Se 0 eixo x positivo representar o leste e o eixo y positivo
representar o norte, entao as componentes de u e v serdo

u=(500,0) e v =(70cos60° 70 senc0°) = (35,35\/3)

Portanto,

u + v = (535,35V3)

Figura 12.15

A nova velocidade no solo do aviio é aproximadamente 538,4 mi/h e

sua nova direcio ¢ 6,5° nordeste.

8/11/2009

Loading...
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FORA DE ESCALA

FIGURA 12.15 Vetores represen-
tando as velocidades do aviio u e do
vento de popa v do Exemplo 4.

slide34
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5 OPy = xi+ i + 5k

Pyloy, ¥2, 22)

L Pyl vy 7))

0131 =xji+yj+ 5k

FIGURA 12.16 Ovetorde PjaP,¢

Pip, = (x - x)i+(yp- n)j+
(zm - z)k.

slide35
EXEMPLO 5 Encontrando a diregio de um vetor
Encontre um vetor unitdrio u na diregdo do vetor de Pl(l, 0, 1) a
P,(3,2,0).
SOLUCAO Dividimos Pl_ﬁz por seu comprimento:
PPy=(G-1)i+(2-0j+((0-Dk=2i+2-k

PP = V@ + (27 + (1P = Vata+1=Vo=3

PP, 2i+2-k

w=—tr o222 3,2 Ly

| PP, : 33

O vetor unitdrio u ¢ a direcio de P:Bg.
slide36
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EXEMPLO 6

Expressando a velocidade como velocidade vezes
direcio

Se v = 3i - 4j for um vetor velocidade, expresse v como um produto
de sua velocidade vezes um vetor unitirio na dire¢do e no sentido do
movimento.

SOLUCAO

O médulo da velocidade é a magnitude (comprimento)
dev:

[v] = V3 + (-4 = V9 + 16 =5

O vetor v/

v| tem a mesma diregio de v:

v 73i—4j7§
Vo 5

wn
[N

Portanto,

v:3i—4j—'(

comprimento Direcio do movimento
(velocidade)

slide37
Se v =0, entio
1.—Y_ & um vetor unitirio na diregdo e no sentido de v;
v|
- _ v . .
2. aequagio v = |v| ] expressa v em termos do seu comprimento e di-
slide38
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EXEMPLO 7 Um vetor forca

Uma forca de 6 N (newtons) ¢ aplicada na dire¢io do vetor v = 2i +
2j - k. Expresse a forga F como produto de sua magnitude e diregio.

SOLUCAO O vetor forga tem magnitude 6 e direcio ‘—V|, portanto
v

Foe _g 2i+ 2 -k 762i+2j—k
[v] V2T 4 22 4 (1) 3

2., 2, 1
—6(§l+§j —?k)

slide39
Pylxy, 1 21)
M (xl +x2’ N +J’2; at 32)
2 2 2
P, 5)
o]
FIGURA 12.17 As coordenadas do
ponto médio sio as médias das coor-
denadas de P, e P,.
O ponto médio M do segmento de reta que liga os pontos P, (x,, y,, z ) e
P,(x,, ¥, 2,) € 0 ponto
X1+ Nty oz +zn
2 2 2
slide40
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EXEMPLO 8 Encontrando pontos médios

O ponto médio do segmento que liga P/ (3, -2, 0) e P,(7, 4,4) ¢

347 —2+4 044\ .
(2, 7 2)—(3.152)

slide4l
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