Teorema 10 Teste da comparacio

Seja Za_uma série com termos nao-negativos.

(a) Za converge se existe uma série convergente 2¢, com @ = ¢, para
todo n > N, para algum inteiro N.

(b) Za,_ diverge se existe uma série divergente de termos nio-negativos
Zd coma =d paratodo n> N, paraalgum inteiro N.
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EXEMPLO 1 Aplicando o teste de comparacio

(a) A série
i 5

=oom -1

diverge porque seu #-ésimo termo

=
I
U —

é maior que o n-ésimo termo da série harmonica divergente.

5+—+l+1+

1

+

(b) A série

oo
1 1 1
Y r= oy o
=, n! ! !
converge porque todos os seus termos sio positivos e menores ou
iguais aos termos correspondentes de
1

= 1 1
1+ Y S=1+1+5+—5+
EDZ" 2 92

A série geométrica a esquerda converge e temos

1 _
1 - (1/2)

1+ZL,,:1+
n=02

O fato de 3 ser o limitante superior das somas parciais de
o

En:‘) (1/n!) ndo significa que a série converge para 3. Como vere-

mos na Secdo 11.9, a série converge para e.

(c) A série

! + L + L b —1
i i — —
7 2+ V1 4+ V2 84+ V3 2"+ Va
converge. Para isso, ignoramos os trés primeiros termos e com-

paramos os termos restantes com aqueles da série geométrica
convergente X.,_o(1/2"). O termo 1/(2" + \/;) da sequiéncia
truncada é menor do que o termo correspondente 1/2" da série
geomeétrica. Vemos que, termo a termo, temos a comparagio

1 1 1

+ + +
2+ V1 44+ V2 3+ V3

=145+ +é+~'

b2 | —
| =

Assim, a série truncada e a série original convergem por conta da
aplicagio do teste de comparacio.
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Teorema 11 Teste de comparac¢iao no limite
Suponha que a, > 0 e b > 0 para todo # = N (sendo N um inteiro
positivo).

a
1. Se lim — = ¢ >0, entioambos Za_e b _convergem ou divergem.
s o ..E]ﬂ n n
a
2. Se lim — = 0,eZb_converge, entio Za_ converge.
- bﬂ " n
a
3. Se lim — = =, eXb diverge, entio Za_diverge.
noe Dn : "
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(b) Seja a, = 1/(2" - 1). Para n grande, esperamos que a_ se comporte

EXEMPLO 2 Usando o teste de comparagao no limite
como 1/2% assim tomamos bn = 1/2". Como

Quais das séries a seguir convergem? E quais divergem?

Y by=% % converge

(1}3+5+7+9+ o 2n+ 1 g 2n + 1 ' .
a) — = V= == e = — 5 = — n= n=
49 lo = 25 Sn+ 1) SZint+ o+
e
1 1 1 1 - 1 . an . 2"
I e = - lim -~ = lim —,——
T A T Lo i by e 2" = 1
. 1
1 +2In2 1+3In3 1 +4In4 - 1l +nlnn = lim ————;
. e = - T r e w 1 - (1/2"
(©) 9 + 14 + 21 + "Ezz w+ 5 n—s (/2"
=1
Za converge pela Parte 1 do teste de comparacio no limite.
) x o) Sejaa = (1 + nln n)/(n* + 5). Para n grande, esperamos que a_se
SOLUCAO (c) Seja a, = ( (o +3) grande, est qued,
comporte como (1 In n)/n? = (In n)/n que é maior que 1/n paran =
(a) Sejaa, = (2n + )/(n*+ 2n +1). Para n grande, esperamos que a se 3; assim tomamos b, = 1/n. Como
comporte como 2n/n? = 2/n, ja que os lermos principais dominam
para 1 grande; assim tomamos b = 1/n. Como g b, = E % diverge
n=2 n=2
@ oo 1 e
b, = - diverge
nz=1 ! nE=]. n & . . n+nilnn
lim — = lim ———
P
€ = o0
Za, diverge pela Parte 3 do teste de comparagdo no limite.
. Ap . 20 + n
lim 7= = lim —————— =
now by ase n? 4+ 2n + 1

Za, diverge pela Parte 1 do teste de comparagao no limite. Poderia-
mos também ter tomado b = 2/#, mas 1/n é mais simples.
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i % Inn )
EXEMPLO3 X 5, converge?

n=l N

SOLUCAO Como In n cresce mais lentamente que ¢ para qualquer
constante positiva ¢ (Se¢ao 11.1, Exercicio 91), deveriamos esperar ter

Inn <n”4 1
w32 2 T s

para n suficientemente grande. De fato, tomando a, = (In n)/n** e b =
1/n*", temos

.y . Inn
lim — = lim —a
H—sa0 f}” n—oo 1]
y 1/n
= lim ————— Regra de L'Hopital
n—eo (1/4)n 34
. 4
= lim —7 =0
n—oo pift

Como an = X (1/n**) (uma p-série com p = 1) converge, Za_conver-
ge pelo item 2 do teste de comparagio no limite.
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EXEMPLO 1 Aplicando o teste da razio

Investigue a convergéncia das séries a seguir.

, o 2" 45 & (2n)! o= 4"alal

(a) _— (b) — (¢

i HZ:O 3" "oam nlal © nzzl (2u)!
SOLUCAO

(a) Para a série ano(z” + 5)/3"

dy = (2P‘l + 5)/3u

A série converge porque p = 2/3 é menor que 1. Isso ndo significa que

a soma da série seja igual a 2/3. Na verdade,

ap (2" 5)/3" gnl L5 (2 4 5.0 1
_ -1 -1 S

v 2"+5 « 2\ w5 1 5
:42:0 3" 20(3) =0 3" 1 -(2/3) 1 - (1/3)
(2n)! . (2n + 2)!
b) S = t =
(bysea, n!n! , S0 B,y (n+ D(n+ 1)
appn a2 + 2)(2n + 1)(2n)!
A (m+ DUn+ D)
2n+2)2n+1) 4n+2
= = — 4

(n+ Dn+1) n+1

A série diverge porque p = 4 é maior que 1.
(c)Sea =4 nln!/(2n)!, entdo

Ans1 4"y + D+ 1) . (2n)!
A (2n + 2)2n + 1)(2n)!  4"n'n!

4n + 1)n + 1) 2(n + 1)

= -1
(2n + 2)2n + 1) 2n + 1

21

2

Como o limite é p = 1, ndo podemos decidir a partir do teste da razio
sea série converge. Quando notamos quea_ /a = (2n +2)/(2n + 1), con-
cluimos que a_, é sempre maior que a, porque (2n + 2)/(2n + 1) é sempre
maior que 1. Portanto, todos os termos sio maiores ou iguaisaa, = 2eo
n-ésimo termo nio se aproxima de zero quando n — 2. A série diverge.
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n/2", nimpar

~onverge?
1/2" 1 par Za converge?

EXEMPLO 2 Sejaa_ {

SOLUCAO Escrevemos diversos termos da série:

® 11 3 1 5 1 7
Ay = — 4+ — + — 4+ — 4 = 4 — 4 =
n2=1 S T = S S SR LI X
1.1, 3.1 5 1 7
ot at et e T e Tis

Esta claro que esta nio é uma seqiiéncia geométrica. O n-ésimo termo
se aproxima de zero a medida que n — o, entdo ndo sabemos se a série
diverge. O teste da integral ndo parece muito promissor. O teste da raiz

nos da
1 )
- 2 n par
S B |

> n impar

A medida que n — 0, a raiz se alterna entre grande e pequena e niao

possui limite.

O teste que vai nos dizer se a série converge é o teste da raiz.
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EXEMPLO 3 Aplicando o teste da raiz

Quais das séries a seguir convergem e quais divergem?

= 4]

n? w A1 n
@ i1 2" (b) nE=1 n* ) Z (1 + ”)

SOLUCAO

H 2
(a) f n” converge porque ”ﬁ = W = ( H) — 1 <1
‘ 2” I'g 1' ] 2” n 2” 7 7
o 2" nf2" 2 2
(b) Y =5 diverge porque [=5 = — = >1

n=1 };I! ”2 (%)2 1

_‘ 4] ] M ) - » 1 T - 1
(c) HE=1 (1 n H) converge porque (1 ; H) =T, 0 <1
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EXEMPLO 2 Revisitado

Sei n/ 2", n impar s ,
ejaa, = a_converge?
Ja &n 1/2" M par. n g

SOLUCAO  Aplicando o teste da raiz, descobrimos que

\/a. {%!2, n par
iy =

1/2, n impar

Portanto,

= a"{—

1
2 = 2

Como Vn — 1 (Secdo 11.1, Teorema 5), temos lim,,_. \ﬂ/a_” = 1/2

pelo teorema do confronto. O limite € menor que 1, entio a série converge
pelo teste da raiz.
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EXEMPLO 1 A série harmonica alternada
- | 1 1 1
1yt L = - — - — =
HZZI( D" g=l-g+3- 7+

satisfaz os trés requisitos do Teorema 14 com N = 1 e, portanto, converge.
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iy
$ > X
] 52 .5'4 L 53 51

FIGURA 11.1 As somas parciais de
uma série alternada que satisfazem as
hipoteses do Teorema 14 para N = 1
cercam o limite desde o inicio.
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Teorema 15 O teorema da estimativa de séries alternadas
L = m . A . £
Se a série alternada X, _; (=1)"" 1, satisfaz as trés condi¢oes do Teo-

rema 14, entdo, paran = N,
— — _13yn+l
S =u -u+...+(-1)""u

se aproxima da soma L da série com um erro cujo valor absoluto é menor
que u_, que € o valor numérico do primeiro termo ndo utilizado. Além
disso, o resto possui 0 mesmo sinal que o primeiro termo nao utilizado.
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EXEMPLO 2 Testaremos o Teorema 15 em uma série cuja soma

conhecemos:
“(_ gyt _,_t 1 1 1 1 1 1 1
L = - g 6732 Y ea " 128t 256

O teorema nos diz que se truncarmos a série depois do oitavo termo,
descartaremos um total que é positivo e menor que 1/256. A soma dos oito
primeiros termos € 0,6640625. A soma da série é

1 1 2
L -(-1/2) 3/2 3

A diferenca, (2/3) - 0,6640625 = 0,0026041666. . ., é positiva e menor
que (1/256) = 0,00390625.
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Defini¢io Convergéncia absoluta
Uma série Za_converge absolutamente (¢ absolutamente convergente) se
a série de valores absolutos correspondente, Z|a |, converge.
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Defini¢do Convergéncia condicional
Uma série que converge, mas nio converge absolutamente, converge con-

dicionalmente.
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EXEMPLO 3 Aplicando o teste da convergéncia absoluta

(a)

= 1 | 1 | :
Par: -1)"™ = =1-—+ — - — + .-+, asérie de valo-
ara szl( ) = I 16 a série de valo
res absolutos correspondente € a série convergente
> ] 11
”221”2_1+4+9+16+

A série original é convergente porque converge absolutamente,

o0

sen H sen | sen 2 sen 3 .
Para E 1 + 1 + 9 + -+, a serie de valores

absnlutos mrrespmldente é

sen# | senl|  |sen2|

1 + 4 + ww

- = 2
que converge por comparagao com X ,—; (1/n°) porque |sen n| =
1 para todo n. A série original converge absolutamente; portanto, é
convergente.
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EXEMPLO 4 p-séries alternadas

Se p é uma constante positiva, a seqiiéncia {1/n°} € uma seqiiéncia de-
crescente com limite zero. Por essa razao, a p-série alternada

)” B L1
E =l-=+-—=F+ p =0
1=l
converge.
Se p > 1, a série converge absolutamente. Se 0 < p = 1, a série conver-

ge condicionalmente,

: .. 1 | 1
Convergéncia condicional: 1 - + - 4 -
i Vo V3V
P 1 1 |
Convergéncia absoluta: 1 - + - o

23;"2 1%3,-"2 433’2
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