Trabalho Individual

Resolver os exercicios 9 até 28 da seg¢do 11.8. do Thomas
(Vou colocar os enunciados na pagina)
VALOR: 2,0

Data da entrega: até 28/08/2009

Definicio Série de poténcias, centro, coeficientes
Unna série de poténcias centrada em x = 0 é uma série da forma

%
Ecnx”=c(]+clx+c2x2 + o x4 e (1)
n=0

Uma série de poténcias centrada em x = a é uma série da forma

®
) Cn(-’t"-’rl)yl = ¢y + c1(x-a) + Cg(x—a)2+

n=0 lE)

+co(x=-a)'+ -

na qual o centro a e os coeficientes CpCp Gyl sdo constantes.
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EXEMPLO 1 Uma série geométrica

Tomando-se todos os coeficientes como 1 na Equacio (1) nos faz che-
gar a série de poténcias geométrica

M=l x4+t X+

inAs

1]

Esta é a série geométrica com primeiro termo igual a 1 e razio x. Ela
converge para 1/(1 - x) para |x| < 1. Expressamos isso escrevendo

ﬁ=1+x+x2+m+x"+m, -1 <x <1 (3)
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FIGURA 11.10 Os grjﬁcns de .f(,\J =1/(1-x)e
quatro de seus polindmios aproximadores (Exemplo 1).

2 .
‘ <loud <x <4, Asomaé

1 . 1 7;
1-r |+,\fl *
2
assim
2 (x-2)  (x-2)¢
¥=1- 3 e
+ (-%)(.\- )" 4 e, 0<x<4

A série (4) gera aproximagoes polinomiais ateis de flx) = 2/x para va-
lores de x proximos de 2:

Polx) = 1
1 x
e R R
2 3 -
P =1-de- e B X

eassim por diante (Figura 11.11).
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EXEMPLO 2 Uma série geométrica
A série de poténcias

L - %(X -2)+ i(x - 2)2 + 0+ (—%)"(x - 2) 4+ - (4)

combina com a Equagdo (2) coma = 2,¢, = 1, ¢,= -1/2,¢, = 1/4, ..,
¢, = (=1/2)". Esta ¢ uma série geométrica com primeiro termo 1 e razio
x -2

ro= P A série converge para
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0
FIGURA 11.11  Os graficos de flx) = 2/xe
suas trés primeiras aproximacoes polinomiais
(Exemplo 2).
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Teorema 18 Teorema da convergéncia para séries de poténcias
w
Se a série de poténcias ¥, a,x" = ag + a,x + a,x* + -+ convergir para
n=0
x = c# 0, entdo ela convergird absolutamente para todo x com |x| < |c|. Se a
série divergir para x = d, entdo ela divergird para todo x com |x| > |d].

Corolirio do Teorema 18

A convergéncia de séries 3¢ (x - a)" é descrita por uma das trés possibi-

lidades a seguir:

1. Existe um nimero positivo R tal que a série diverge paraxcom |[x - a| > R,
mas converge absolutamente para x com |x - a| < R. A série pode ou
nio convergir em uma das extremidadesx =a- Rex=a+R.

2. A série converge absolutamente para todo x (R = ).

3. A série converge em x = a e diverge em todos os outros pontos (R = 0).
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Como testar a convergéncia de uma série de poténcias

1. Useo teste darazao (ou o teste da raiz para o n-ésimo termo) para encon-
trar o intervalo onde a série converge absolutamente. Geralmente, esse
intervalo € aberto.

[x-al<R ou a-R<x<a+R

2. Se o intervalo de convergéncia absoluta for finito, teste a convergéncia ou
a divergéncia em cada extremidade, como nos exemplos 3(a) e (b). Use o
teste de comparagio, o teste da integral ou o teste da série alternada.

3. Se o intervalo de convergéncia absoluta for a - R < x < a + R, a série
diverge para |x - a| > R (ela nem mesmo converge condicionalmente),
pois 0 n-ésimo termo nio se aproxima de zero para esses valores de x.
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Teorema 19 O teorema da deriva¢io termo a termo
SeZc (x-a)" converge paraa - R <<x < a+ R paraalgum R > 0, isso define
uma funcio f:

o0

flx) = 3 clx - a), a-R<x<a+R
n=0

Tal fun¢io f tem derivadas de todas as ordens dentro do intervalo de con-
vergéncia. As derivadas podem ser obtidas por meio da derivagio da série
original termo a termo:

£(x) = Tne(x - ay™!

n=1

£ = Frln = Ve = ay,

e assim por diante. Cada uma dessas séries derivadas converge em todo
ponto interior do intervalo de convergéncia da série original.

EXEMPLO 4 Aplicando a derivagio termo a termo

Encontre as séries para [’ (x) e f"(x) se

L+ x4+ +x0 +x 4+ x" 4

Ax) =

-1 <x <1

Il
e
=
_:

SOLUCAO

flx) = ﬁ =1 4 2x+ 3x2 4+ 4+ 0 4 x4 e
- x
= Yym", -l <x<1
n=1
fx) = ﬁ =2 4 6x+ 12x% + - + nln - Dx"2 + -
= Yn(n - 1)x"2, -1 <x<1
n=2
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Teorema 20 Teorema da integracao termo a termo
Suponha que

fx) = )iioc,,(x ~ay

convirja paraa — R<x < a + R (R > 0). Entao,

o (x _ a)n+1
Yen———1—
o n+ 1

converge paraa —-R<x<<a+Re

0 (x _ a)nﬂ
x)dx = cpb———+ C
ff( Yr= T en
paraa-R<x<a+R
EXEMPLO 5 Uma série paratg’ x, -1 =x =1
Identifique a fungio
3 5
f(x):x—x_?+x_?—~~', -l=x=1

SOLUCAO  Derivamos a série original termo a termo e obtemos
Flx)=1-x+xt+x0—-.., “l1<x<1

Esta é uma série geométrica com primeiro termo 1 e razio —x?, assim

"N 1 B 1
Flx) = L= (=x3) 1+«

Agora podemos integrar f(x) = 1/(1 + x?) para obter

[ﬂﬂa:[}?j:@4x+c

A série para f(x) é zero quando x = 0, assim C = 0. Por essa razio,
% x’
f(x):x—T+——7+"~:tg’lx, 1<y <1 (7)

Na Secio 11.10, veremos que a série também converge para tg™ x em
x==xl
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EXEMPLO 6 Umasérieparaln(l +x),-1 <x=1
A série

|
1+t

=1 -t+t -1+

converge no intervalo aberto -1 << t < 1. Conseqiientemente,

Y 22 *
In(l1 + x) = [ dr =t - + 37 4+ e Teorema 20

()

x? X
’%

4
X
5 -t Al<x <

Também se pode mostrar que a série converge em x = | para o nime-
ro In 2, mas isso nao é garantido pelo teorema.
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