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Teorema 21 O teorema da multiplicacio de séries de poténcias

o0 oo
Sed(x) = Xpeganx” e B(x) = X_g byx” converge absolutamente para
[x] <Rye
n
cn = aoby + @by + axby2 + 0 + @by + anbo = Z by
k=0

entio X, =g cpx” converge absolutamente para A(x) B(x) para |x| < R:

( a,,x”) . (Z b,,x") = ¥ c,x"
n=0 n=0 n=0

slide 1
EXEMPLO 7 Multiplique a série geométrica
Tx" =1 +x+x> + 4 x" 4 0 = = para |x| <1
n=0 R
por ela mesma para obter uma série de poténcias para 1/(1 - x)?, para |x| < 1.
SOLUCAO  Sejam
AX) = Tax" =1 +x +x2 + =+ x" + o= 1/(1 = x)
=0
Bx) = Yhx" =1 +x+x> 4 +x" + - =1/(1 - x)
=0
e
ey = aoby + arbuy_y + o+ apby_p + - + apnbo
n + 1termos
=1l +1+ -+1=n+1
n + 1 unidades
Entdo, pelo teorema da multiplicagio de séries,
Alx) ‘B(x) = T epx" = T (n + 1)x"
=0 #=0
=1 +2x+3x2 + 45 + o+ (n+ x4
éasérie para 1/(1 — x)% A série toda converge absolutamente para |x[< 1.
O Exemplo 4 dd a mesma resposta porque
d (L y__ 1
dx \1 - x) (1 - x)?
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Defini¢oes Séries de Taylor e de Maclaurin
Seja f uma funcdo com derivadas de todas as ordens em algum intervalo

contendo a como um ponto interior. Entio, a série de Taylor gerada por f
emx=aé

=] (k) a " a
5D = @)+ f@ - @)+ D -

=

(n)
4+ 0+ fﬂﬁ(x — ﬂ)” + -

A série de Maclaurin gerada por fé
= R
5 F700) 4

k=0

" (n)
a = f(0) + f(0)x + fz(;)) x4 e+ fn—go)x” +

a série de Taylor gerada por fem x = 0.
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EXEMPLO 1 Encontrando uma série de Taylo A série de Taylor é
Encontre a série de Taylor gerada por f{x) = 1/x em a = 2, Se a série 112) B 2y
converge para 1/x, onde isso ocorre? L O TR Ll M M Rl Gl B
SOLUCAO  Precisamos encontrar f{2), f'(2), f"(2).. . . Derivando, 2
obtemos 1 -2 (x-2) { ”"(. -
=32 - 72: + :3 - + (= 72 +
& L 1
flx) =x"1 f@Q=2"=3 Esta & uma série geométrica com primeiro termo 1/2e razior = - (x - 2)/2.
Ela converge absolutamente para |x - 2| < 2, e sua soma é
) = -x7? r=-% - B |
< T+ (=227 2+0x-2)" %
f(x) = 203 1"(2) =23 = L‘ Nesse exemplo, a série de Taylor gerada por flx) = 1/xem a = 2 con-
2 2 verge para 1/x para|x-2| < 2ou0 < x<4
" 1"(2) 1
fx) = -3n S

F(x) = (= 1)ntxt)
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Definicio Polinémio de Taylor de ordem n

Seja fuma funcio com derivadas de ordem k parak =1, 2, ..., N em algum
intervalo contendo a como um ponto interior. Entdo, para qualquer inteiro
n de 0a N, o polinémio de Taylor de ordem n gerado por femx = aéo
polinémio

Py(x) = f(a) + f'(a)(x - a) + @(x - ay + -

2!
(k)
+ fk—?)(x —a)f 4+ oy —
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EXEMPLO 2 Encontrando polindémios de Taylor para e*

Encontre a série de Taylor e os polindmios de Taylor gerados por
flx) = e*fem x = 0.

y
3,0~
y=ef¥= Py(x)
SOLUCAO Como 250 y=b
fly=e,  fl=e¢ ., Y=
temos
2,0
. . ! » =P
fi=¢=1, flO=1 .. fE0)=1...
A série de Taylor gerada por fem x = 0 ¢ sk
(o), o)
FO) + FlO)x + =" 4 -+ " 4
1,0,
Al X" 4
=l+x+ 5+ 54
2 nl
= ok 05+
- £ K
Pela definigio, essa também £ a série de Maclaurin para ¢, Na Segio 11.9, L L L
veremos que a série converge para e* para todo x. -0,5 0 0.5 1,0

O polindmio de Taylor de ordem nem x =0¢

FIGURA 11.12 O grafico de f(x) = &

e seus polindmios de Taylor

Px)=1+x

Px)=1+x+(x¥21)

Px) = 1+x+ (X% 21) + (¥ 31)

Note a proximidade dos graficos perto do
centro x = 0 (Exemplo 2). 6

Pux) =1 +,\-+%+ +',‘T

Veja a Figura 11.12.



EXEMPLO3 Encontrando polinomios de Taylor para cos x ) ) )
I A Figura 11.13 mostra quio bem esses polinémios aproximam flx) =
Encontre a série e os polindmios de Taylor gerados por flx) = cos x cos x perto x = 0. Apenas as partes A direita do grifico sio dadas, pois os
emx=0. grificos sio simétricos em relagio ao eixo y.

SOLUCAO O cosseno e suas derivadas sio

flx) = cosx, fi(x) = -senx
f(x) = —cos x FO(x) = senx
SO(x) = (~1)"cos x fe*0(x) = (=1)"*'sen x

Em x = 0, 0s cossenos sio 1 e os senos, 0, assim
o) = (-1, fem(0)=0
A série de Taylor gerada por fem 0 é

£0) , ) £%0)
e TR SR S et

£(0) + f(0)x + =

3 ot 0. X
=140 x=-57+0 2+ + 4 (-1)' ==

4 (2m)!

= (o)
‘)E:o (2k)!
Pela definigio, essa também ¢ a série de Maclaurin para cos x. Na Segio
11.9, veremos que a série converge para cos x para todo x.

Como f@*1(0) = 0, os polindmios de Taylor de ordem 21 e 2n + 1
sdo idénticos:

2 X

(2m)!

o
fE )

Poufx) = Poun(x) = 1 - ]

2!
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1
X
0
_l =
_2 =
FIGURA 11.13  Os polindomios
n (_l)kxzk
Py(x) = —
ZH( ) kg‘() (Zk)!
convergem para cos x quando n — . Podemos deduzir o
comportamento arbitrariamente distante de cos x conhecendo
somente os valores do cosseno e suas derivadas em x = 0
(Exemplo 3).
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TABELA 11.1 Séries de Taylor freqiientes

=l +x+x24 x4 = ix", x|l <1
1 - x n=o
1 2 " z n_n
~=1-x+x - -+ (-x)"+ - = (= 1)"%", [x] <1
1+ x ngo
P
e* = ':"gom, |x| < o
5 2041 @ (-1)x2H
sinx = x — I ) | S _ x| < o
-0 (2n + 1)! = 2n+ 1)! I
2 4 2n w (=12
X X X
cosx=1 -+ - k()= Y ——— < ®
cosx T G PIG I
" P
In(1 + x) = x S ()T 2 Y —— 1 <x =1
n=1
A_Zn-t-l o0 A_ZIH-]
= = 2uh T A e EE
K] = (—1)hEm
tgly=x- % X =y = =1
g x=x=73 I I I+

Séries binomiais
mlm = x> mlm = 1)(m - 2)x° mim - 1)(m = 2) - (m- k+ 1)x*
2 * 3l ot K

(Z)xk. \x\ <1

" m m(m — 1) " m(m — 1) (m—-k+ 1)
(1):”;, (2):T, (k):+ parak = 3.

(1 +x)"=1+mx+

=1+

bAs

onde,

m
Observagiio: Para escrever a série binomial de maneira compacta, é comum deﬁnir(o ) como 1 e tomar x* = | (mes-

m

k

@
mo no caso normalmente excluido onde x = 0); o que nosda (1 + x)™ = ) k=0
termina em x" e o resultado converge para todo x.

¥, Se m é um inteiro positivo, a série
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